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“Una aproximación al estudio de las Ecuaciones Diferenciales”   


- Con algunas propuestas para los estudiantes del nivel secundario-

· Introducción.
“Newton inventó las ecuaciones diferenciales para describir movimientos de los cuerpos bajo gravedad, y su enfoque como un lenguaje apropiado para establecer leyes físicas y construir modelos, circunda todas las ciencias. Hay una gran discrepancia entre esta visión y los cursos usuales sobre ecuaciones diferenciales que a menudo consisten en una serie de trucos para hallar fórmulas de solución. Pero sucede que muchas ecuaciones diferenciales no admiten soluciones elementales y aún cuando las admiten, su búsqueda oscurece  la pregunta esencial: ¿cómo se comportan las soluciones?”

                                                                                               (J.Hubbard. The collage Mathematics Journal. Nov. 1994)
El Cálculo, considerado por muchos como uno de los mayores logros de las matemáticas, fue creado para hacer frente a las urgentes necesidades matemáticas de la ciencia del S. XVII. Se precisaba poder interrelacionar las aceleraciones, velocidades y distancias recorridas por cuerpos en movimiento, relacionar pendientes de curvas con las razones de cambio, hallar los valores máximos y mínimos de funciones, encontrar longitudes de curvas, áreas acotadas por curvas, volúmenes encerrados por superficies y centros de gravedad de cuerpos que se atraen. Así, el Cálculo se ha convertido en una poderosa herramienta para poder resolver problemas de diversas áreas, como Física, Biología, Economía, Medicina y tantas otras. 
Es conveniente que los alumnos de cursos avanzados del nivel polimodal tengan idea de cómo puede utilizarse el cálculo para plantear y resolver problemas, ya que de algún modo fue así como esta disciplina  fue desarrollándose con éxito, aunque en ocasiones se cometieron errores que impulsaron investigaciones teóricas. Además, los fenómenos naturales más interesantes implican cambios y se describen mejor mediante ecuaciones que relacionan cantidades variables. 
Este trabajo comienza con una ajustada síntesis de la historia de las ecuaciones diferenciales.   Se presentarán- y justificarán- algunas técnicas simples para resolver ciertas ecuaciones. También se estudiará la existencia y unicidad de soluciones, y su vinculación con el proceso de elaboración de modelos matemáticos. Por otra parte, se mostrarán algunas alternativas para aquellos casos en los cuales no sea posible hallar la solución por métodos usuales.
En la sección “propuestas didácticas” se incluirán diferentes problemas para analizar en clase y favorecer el pensamiento y la reflexión de los estudiantes. Finalmente, en “Apéndice” se abordarán algunos temas que son de interés por sus aplicaciones,  y se mostrarán algunos problemas  posibles de modelar mediante ecuaciones diferenciales. 
·  Objetivos del trabajo 
-Apreciar, a partir de algunas etapas del recorrido histórico matemático, la capacidad y esfuerzos de los investigadores que nos precedieron para resolver problemas concretos aplicando métodos y soluciones  ingeniosas.

-Reconocer situaciones que involucran ecuaciones diferenciales e interpretar sus soluciones, analizando el tipo de dificultad que se pueden presentar para encontrarlas. 

-Mostrar distintas alternativas para afrontar los problemas que involucren ecuaciones diferenciales: desarrollo de  algoritmos, representaciones gráficas, técnicas de aproximación, y análisis cualitativo de las propiedades. 
-Proponer problemas que incentiven  la reflexión e investigación por parte de los alumnos;  la progresión de los conocimientos, la vinculación con nociones anteriores, y la conexión con situaciones de otras áreas.
· Desarrollo
1. Breve recorrido histórico.

 El cálculo que utilizamos actualmente se debe a las contribuciones de multitud de personas. Históricamente, la integración precedió a la diferenciación: encontramos sus raíces en la geometría clásica griega, con el antiguo método de exhaución y las medidas infinitesimales de Arquímides que representan ejemplos de procesos límites de sumas integrales. Pero no fue hasta el siglo XVII que Fermat (1601-1665) encontró las tangentes y los puntos críticos por métodos equivalentes a la evaluación de los cocientes incrementales. El descubrió la naturaleza inversa de estos dos procesos, junto con la explicación de la antiderivación en la determinación límite de sumas. Leibniz (1646-1716) publica un trabajo -en el Acta Eruditorium de 1684- conteniendo una definición de la diferencial, donde dio pequeñas reglas para su cálculo en sumas, productos, cocientes, potencias y raíces. Incluyó algunas aplicaciones a problemas de tangentes y puntos críticos. El fue el que utilizó por primera vez el término “aequatio differentialis” para indicar una relación entre las diferenciales dx y dy y dos variables x e y, concepción que se conserva hasta los tiempos de Euler. En su inicio, el problema de la integración de ecuaciones diferenciales, se presentaba como parte de un problema más general: el problema inverso del análisis infinitesimal, concentrándose en las diferentes ecuaciones de primer orden. Las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias surgen prácticamente con la aparición del Calculus en la célebre polémica Newton-Leibiniz. En 1675 Leibniz demostró que  ∫x= x2/2 introduciendo una herramienta poderosa: el signo de integral, para indicar “suma”; también  se dio cuenta de que la diferenciación y la integración como sumación debían ser procesos inversos. Newton, entre tanto, dá la primera clasificación de las E.D.O. de primer orden (fluxiones). El primer tipo estaba compuesto de aquellas ecuaciones en las cuales dos fluxiones x’, y’, y un fluente x o y estaban relacionados, como por ej., x’/y’= f(x).
 El segundo tipo, relacionaba dos fluxiones y dos fluentes, como por ejemplo la ecuación x’/y’=f(x,y). Finalmente el tercer tipo abarcó a ecuaciones que involucran más de dos fluxiones, las cuales actualmente conducen a ecuaciones diferenciales en derivadas parciales. En esta época, los problemas eran abordados con una visión geométrico-euclidiana, como consecuencia de lo restringido que se encontraba el concepto de función en el S. XVII. La noción de tangente que se manejaba, era netamente intuitiva. Además, el cálculo tanto de Newton como de Leibniz trataba de cantidades variables. Leibniz consideraba una sucesión de valores infinitamente próximos, concibiendo el continuo geométrico formado por segmentos infinitesimales. Newton consideraba cantidades que variaban con el tiempo; tenía una idea intuitiva de movimiento continuo cercana a la noción de límite, y se refería a lo indefinidamente pequeño como últimas razones.
Ya en la última década del S. XVII los hermanos James y Johan Bernoulli, introducen términos como el de “integrar” una ecuación diferencial así como el proceso de “separación de variables”. Alrededor de 1692 Johan Bernoulli encontró el método del “factor integrante”.
 De todos modos, los métodos aún eran incompletos.
 Leonhard Euler (1707-1783) sistematiza los trabajos anteriores. En su obra, es posible encontrar la primera teoría de las EDO, la clasificación en “separables, “homogéneas”, “lineales”, “exactas”, las de segundo orden y su generalización a las de orden superior. También se encuentra el método de series de potencias. La expresión dy/dx, significa para Euler un cociente entre diferenciales y no nuestra derivada actual. También fueron importantes las contribuciones de Lagrange 
(1736-1813) y del matemático italiano Ricatti 
 (1676-1754).
Este trabajo de conceptualización marca el fin de la etapa algebraica-algorítmica. En esta, se pueden observar algunas insuficiencias, como una incorrecta comprensión del concepto de diferencial (se confundía la noción de diferencial con el de incremento), el concepto de función no estaba claro, ya que recién después de la aparición de las funciones discontinuas en problemas concretos, los matemáticos prestaron atención a la formación lógica de la noción de función.  Además pueden mencionarse  la ausencia de un claro concepto de límite, de integral definida
, y de sistema numérico, especialmente la estructura del conjunto de los números reales. De este modo  se inicia una nueva etapa -que se extenderá hasta finales del S. XIX- en la cual se apuntará  a la  “fundamentación” de las nociones. 
 Pero previamente a esto, se dio una etapa en la cual se trabajó en los métodos en series para la búsqueda de soluciones, las cuales produjeron las llamadas “funciones especiales” y la investigación de los teoremas de existencia y unicidad de las soluciones de una ecuación diferencial; todo esto apuntaba a la determinación  de la existencia de soluciones de aquellas ecuaciones que no fueran integrables por métodos elementales. Con Henri Poincaré (1854-1912) y Alexander Liapunov (1857-1918) se inicia, a mediados del siglo XIX, y continuando hasta  nuestros días, la etapa “cualitativa” en el desarrollo de las ecuaciones diferenciales. Se trata de investigar las propiedades de las soluciones de una ecuación diferencial a partir de su propia expresión.
 En este período se formalizan métodos generales para la teoría de las ecuaciones diferenciales no lineales y la mecánica no-lineal. Algunos aspectos de los trabajos de estos matemáticos se han relacionado con la teoría del Caos. En los últimos veinte años, se modificó el aspecto de la teoría cualitativa de las EDO, con el hallazgo de regiones límite que se denominan “atractores”. Esto requirió de los aportes de la geometría diferencial y la topología, del análisis funcional y la teoría de las probabilidades. Finalmente, es preciso observar que en la utilización de cualquier modelo matemático surge la cuestión de la validez de aplicación de los resultados matemáticos a la realidad objetiva. Si el resultado es fuertemente sensible a una pequeña modificación del modelo entonces, variaciones pequeñas del mismo, llevarían a un modelo con propiedades distintas. No se pueden extender tales resultados al proceso real investigado ya que en la construcción del modelo se realiza una idealización y se aproximan algunos parámetros. Todo esto llevó a Andronov y Pontriaguin (1937) al concepto de sistemas gruesos o de “estabilidad estructural”. De esta manera, en el presente, la teoría de las ED constituye una rama de la matemática rica por su contenido, evolucionando rápidamente, en estrecha vinculación con otras áreas de la matemática y sus aplicaciones.
2. Nociones preliminares. 
 2.1. Conceptos y clases de ecuaciones diferenciales.
Se entiende por ecuación diferencial cualquier ecuación en la que interviene una variable dependiente y sus derivadas con respecto a una o más variables independientes. 
El problema consiste en encontrar una función que satisfaga a la ecuación dada, para algún intervalo de números reales. Generalmente, se quiere encontrar “todas” las soluciones de la ecuación diferencial, si ello es posible.   
 Ejemplos:
 Sea la ecuación y’ = -2y. Una solución que satisface dicha ecuación, es y=3e-2x, porque
 y’=(3e-2x)’=-6e-2x= -2 (3e-2x)=-2y. Si consideramos la ecuación (y’)2+ y2 = -1  se observa rápidamente que no tiene soluciones reales, dado que la suma de números no negativos, no puede dar negativo.

 La forma más general de una ecuación diferencial de orden “n” con la variable independiente x, y función desconocida y=y(x), es F(x,y,y’,y’’,….y(n) )=0. La función y =u(x) es solución de la ecuación diferencial en el intervalo I, cuando las derivadas u’,u’’,…un, existen y si F( x, u, u’,u’’,….u(n))=0  para todo x del intervalo I.

 Cuando la variable dependiente y es función  de una sola variable independiente x las ecuaciones diferenciales se llaman ordinarias. En caso  de que y sea función de dos o más variables independientes como y= f(x,t) donde x, t , son variables independientes, se llaman ecuaciones en derivadas parciales de y. El orden de una ecuación diferencial viene dado por el de la derivada mayor que aparece en la ecuación.  
Una ecuación diferencial es lineal, si tiene la forma: 
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donde  ai(x) son funciones dadas e y(x) la función incógnita.
  
Ejemplos: La ecuación sen(x) dy/dx + x2 y = ex  es lineal de orden uno,  mientras que la ecuación d2y/dx2 + 2 dy/dx +3y= 0 es lineal de orden dos.
Las siguientes ecuaciones no son lineales y2.dy/dx + xy =x ;  d2y/dx2 + x y2=x,  
Un ejemplo de ecuación en derivadas parciales es la siguiente: (u/(t= k.(2u/(x2. Esta ecuación es la llamada ecuación del calor y modela la distribución de temperaturas en una varilla. Las soluciones u= u(x,t) dan la temperatura en el punto x de la varilla en el tiempo t. La constante k, es llamada constante de “difusividad térmica” y depende del material de la varilla.
2.2. Problema de valores iniciales.  
Frecuentemente el investigador no está interesado en hallar “todas” las soluciones de una ecuación sino solamente aquellas que además satisfagan  determinadas condiciones iniciales. En dichos casos, si a la ecuación diferencial se le agrega -al menos- una “condición inicial” y(x0)= y0,  se tiene un “problema de valores iniciales” (PVI).

 Observación: dada una  ecuación diferencial, esta podrá o no tener solución dependiendo de la condición inicial. Y en caso de tenerla, podrá no ser única, como veremos en los siguientes ejemplos: 

a) Sea la ecuación xy’=4y,  con la condición inicial y (0)=1.

Por simple inspección, se deduce que no existe solución,  porque 0. y’(0) =0  pero 4 .y(0)=4

Por otro lado, si tenemos la condición inicial y(1)=1, podemos verificar que una solución es y=x4 ,  pero también lo son las funciones del tipo:   
              x4      si x>0 

y(x)=   C x4  si x<0  

             0     si x=0               siendo  C  constante real cualquiera.
b) La “tasa de cambio” con respecto al tiempo de una población P(t) con índices constantes de nacimiento y mortalidad es, en muchos casos simples, proporcional al tamaño de la población. Es decir: dP/dt=kP donde k es la constante de proporcionalidad.
A fin de uniformar la escritura, anotemos la ecuación anterior  así:
                                                y’=ky.                                                                                           (1)
(y: población, en función del tiempo: x)

Cada función de la forma y(x)= C.e kx  (2) es una solución de la ecuación diferencial (1). Verificamos esta afirmación y’(x)= k.Ce kx =k.y(x) para todos los números reales x.
Debido a que la sustitución de cada función de la forma dada en (2) en la ecuación (1) produce una identidad, todas esas funciones son soluciones de la ecuación dada. Así, aún cuando el valor de la constante k sea conocido, la ecuación y’=ky tiene infinitas soluciones diferentes de la forma antes mencionada (una por cada elección de la constante arbitraria C). También puede demostrarse que toda solución de (1) tiene la forma dada en (2). Se dice, por lo tanto, que  y(x)= C.e kx  es la “solución general” de la ecuación y’=ky.

Ahora bien, si a la ecuación y’=ky, le agregamos la condición y(0)=1, estamos en presencia de un PVI. En este caso  se reemplazan los datos iniciales, en la expresión (2) y luego se despeja C:

                                   y(x)= C.e kx  

                                   y(0)= C.e k.0

                                                   (        1= C

Con lo cual, la solución del PVI es y= ekx, llamada “solución particular”.
2.3. Modelos matemáticos 

Observemos el ejemplo b) dado en la sección anterior. Es necesario tener en cuenta, que ninguna selección de las constantes k y C, hace que y(x) describa “con exactitud” el crecimiento real de la población durante, por ejemplo, los últimos cien años. Por lo tanto, habría que escribir una ecuación más complicada, una que tome en cuenta los factores como la presión ejercida por la población sobre el índice de natalidad, la distribución  de alimentos y otros. Esto no debe ser considerado como un fracaso del modelo, sino como un discernimiento sobre qué factores adicionales deberán considerarse en el estudio del crecimiento de la población. Este breve comentario, pretende ilustrar el proceso (tan complejo) de “elaboración de modelos matemáticos”, que comprende:

-la formulación de un problema del mundo real en términos matemáticos, esto es la construcción del modelo.
-El análisis o solución del problema matemático resultante.

-La interpretación de los resultados matemáticos en el contexto de la situación original del mundo real (responder la pregunta inicialmente propuesta).
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En el ejemplo de la población, el problema del mundo real es el de determinar la población en algún tiempo futuro. El modelo matemático consta de una lista de variables (y , x) que describen la situación dada, junto con una o más ecuaciones que relacionan esas variables (y’= ky, y(0)=1) que son conocidas, o que se suponen tienen validez. El análisis matemático consiste en resolver esas ecuaciones (aquí poner a y como función de x). Finalmente, aplicar estos resultados matemáticos para responder las preguntas originales del mundo real. Pero en nuestro ejemplo se han pasado por alto algunos factores y esto hizo que el análisis fuera simple, pero poco realista para ciertas condiciones. Entonces, el investigador tiene un gran desafío: encontrar caminos para simplificar el modelo matemático sin sacrificar rasgos esenciales de la situación del mundo real; en otras palabras, tiene la compleja tarea de lograr un equilibrio entre realismo y factibilidad; entre lo que es físicamente realista y lo que es matemáticamente viable.
3. Algunos métodos para hallar soluciones de ecuaciones diferenciales.   
A continuación se presentarán diversas técnicas para  resolver algunas ecuaciones diferenciales ordinarias, que luego serán utilizados en algunas situaciones problemáticas de este trabajo. Es de notar que “no hay un método” (o métodos) que se pueda aplicar a cualquier ecuación, sino que hay algunos métodos que se pueden aplicar en ciertos casos.
3.1 Solución por integración directa.

Un ejemplo sencillo de ecuación diferencial de primer orden es 
                            y’=f(x)                                                                                                             (1) 
siendo f una función integrable conocida, en algún intervalo (a,b) de valores de x.  

Resolver la ecuación (1) significa hallar todas las funciones en el intervalo (a,b) que son antiderivadas de f. Pero si F(x) es una antiderivada de f(x), entonces también F(x)+C es una antiderivada, siendo C una constante cualquiera.
 Ahora bien, ¿existirán otras antiderivadas de f(x) en el intervalo (a,b), además de las dadas por la fórmula F(x)+C? Para responder a esta cuestión, es útil recordar el teorema del valor medio, el cual en uno de sus corolarios afirma que cualquier función y definida en un intervalo cuya derivada sea f(x), solo puede diferir de F en una constante.
 Por tanto, si F(x) es una solución cualquiera de la ecuación y’=f(x) entonces “todas” las soluciones de la ecuación están dadas por la fórmula 
                             y= F(x)+C                                                                                                     (2)
Para satisfacer una “condición inicial”  y(xo)= yo se sustituye en la ecuación (2) para obtener y0=F(xo) + C , de donde C= y0-F(xo). Con este valor de C, se obtiene la “solución particular” de (1) que satisface el problema de valor inicial (PVI)   y’=f(x),    y(xo)= yo .                                                                              
 La observación de que la ecuación especial de primer orden  y’=f(x) es directamente soluble (con tal que la función f(x) pueda integrarse) se extiende a las ecuaciones diferenciales de segundo orden  de la forma especial d2y/dx2= g(x). 
Simplemente se integra para obtener y’=G(x)+C1, luego una segunda integración conduce a y=(G(x)dx + C1 x + C2  ( en  donde C1 y C2 son constantes arbitrarias). 
Para pensar…
Si se considera la ecuación diferencial dy/dx=1/x ¿es cierto que la  familia de todas las soluciones está constituida por las funciones del tipo y= log|x| + c, con c número real cualquiera?
La función f(x)=1/x  no está definida en 0.  Toda función F(x) igual a (log x)+c cuando x>0 y a log(-x)+d cuando x<0, donde c y d son dos números reales cualesquiera, tienen por derivada justamente 1/x.  
Decir que  la  familia de “todas” las soluciones  está constituida  por las funciones del tipo y= log|x| + c, con c número real cualquiera no es correcto porque corresponde solamente a las soluciones de la ecuación diferencial, entre las que se indican más arriba, en la que las constantes reales c y d tienen el mismo valor. Entonces se puede concluir que el conjunto de todas las primitivas de la función 1/x es justamente el indicado porque dos primitivas cualesquiera de esta función deben diferir por una constante en cada uno de los dos intervalos en los que la función está definida, pero esto no significa que la constante utilizada en un intervalo sea la misma que la constante empleada en el otro. 
 3.2 Separación de variables.
Sea la ecuación y’=f(x).g(y)

Si g(y) es distinto de cero, entonces:
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                                                                                          (3) Efectuemos un cambio de variable  llamando  Y=y(x) entonces  dY=y’(x)dx  
Reemplazando en (3), resulta
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y por lo tanto G(Y)=F(x)+C 
  que nos dá la solución general y(x) definida en forma implícita.  
Si se puede despejar y de esta expresión, tendremos la solución general y(x) en forma explícita, dependiendo de una constante C, a determinar por los datos iniciales.

En la práctica, para resolver ecuaciones de esta forma, se adopta la siguiente  

Regla: 

      dy/dx = f(x).g(y)
   ( dy/g(y)=( f(x)dx         (g(y)( 0)

       G(y)=F(X) + C
3.3 Ecuaciones homogéneas. 
Una ecuación cuyas variables no es posible separar, puede, en ocasiones, transformarse en una ecuación de variables separadas mediante un “cambio de variable”. Tal es el caso de cualquier ecuación que pueda escribirse en la forma dy/dx= f(y/x)                                                         (4)
llamada “ecuación homogénea”.
Para esto, se introduce una nueva variable v=y/x; v=v(x);  y=y(x)
Entonces   y  = v.x
derivando dy/dx = v + x dv/dx
Así la ecuación (4), se transforma en

v + x dv/dx = f(v)                                                                                                                      (5)

 y, como es costumbre en separación de variables:

 dv/(v-f(v)) =-dx/x                                                                                                                     (6)
Finalmente, la solución de la ecuación inicial se obtiene sustituyendo v por y/x

Ejemplo:
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Esta expresión tiene la forma de (4) con  f(v)= - (1+v2)/v donde v=y/x

Entonces la ecuación (6) se transforma en  
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. La solución de esta última en términos de x e y es: x2 (x2+ 2y2)=C
3.4 Ecuaciones lineales de primer orden 
  
Estas ecuaciones tienen la  forma : 

dy/dx + Py =Q                                                                                                                           (7) 
donde P y Q son funciones de x.

 Puede probarse que este tipo de ecuaciones con la condición inicial y(x0)=y0, en la cual P(x) y Q(x) son funciones continuas en algún intervalo abierto I que contiene al punto x0 tienen  una única solución y(x) sobre I, dada por la fórmula 
y(x)= e -(P(x)dx[( ( Q(x) e (Q(x)dx)dx + C ]  con un valor adecuado de la constante C.
Un método para obtener la fórmula anterior y que puede utilizarse en lugar de recordarla es encontrar una función (=((x) tal que si multiplicamos la ecuación por dicha función, el primer miembro se transforma en la derivada del producto (y. Esto es, multiplicando (7) por ( resulta: (dy/dx +  (Py = (Q  
e intentamos imponer a  (, la condición de que (dy/dx +  (Py =  d ((y) /dx.                          (8)                                                                                           
 Luego de desarrollar el segundo miembro de (8) y reducir términos se obtiene, como condición que debe satisfacer  (,   d(/dx= (P.                                                                                            (9)                                           
Aquí P=P(x) es una función conocida de manera que podemos separar las variables y despejar ( 

d(/(=P dx,     ,     ln  ( ((  = (  Pdx + ln C
(= ( C e (  Pdx                                                                                                                                 (10)
Como no necesitamos la función más general  (, podemos tomar (C=1 en  (10) y utilizar 
  (=  e (  Pdx.                                                                                                                                   ( 11)                          

Esta función se llama “factor de integración” de la ecuación (7). Con su ayuda, dicha ecuación se transforma en  d((y)  /dx  =(Q  , cuya solución es:

(y= ( (Q dx + C.                                                                                                                      (12)
de donde se deduce la fórmula.
Como ( viene dada por (11), mientras que P y Q son datos de la ecuación diferencial (7), las ecuaciones (11) y (12) proporcionan todo cuanto se precisa para resolver (7).
Ejemplo.  
Sea la ecuación dy/dx + y = ex. Aquí P=1, Q= ex. El factor integrante es (= e (  dx     =  ex. Multiplicamos la ecuación dada por ex. Así resulta : ex.y’ + ex.y= e2x que reconocemos como 
d(ex.y)/dx= e2x.Luego, integrando con respecto a x, obtenemos ex.y= ½ e2x+C.Despejando y, se obtiene  y =   ½  ex+ C e-x.    
Observaciones:
 Este teorema da una solución en el intervalo completo I para una ED lineal. 
  A continuación veremos el teorema que  establece  “condiciones suficientes” para asegurar la existencia y unicidad de solución para cierto tipo, bastante general, de ecuaciones diferenciales. 
4. Existencia y unicidad de soluciones.
 
4.1 Teorema de existencia y unicidad (de Picard)
:
 Si la función de variables reales f(x,y) es continua en algún rectángulo del plano que contenga al punto (a,b) en su interior, entonces el problema de valor inicial

                                                   y’= f(x,y) ;     y(a)=b                                                             (1)
tiene al menos una solución en algún intervalo abierto J, que contiene al punto x=a. Si además la derivada parcial (f / (y es continua en ese rectángulo, entonces la solución es única en algún intervalo abierto Jo (quizá más pequeño) que contenga al punto x=a.  

No daremos la demostración de este teorema, pero indicaremos algunas ideas. Fácilmente podemos ver que cualquier función y(x) que cumpla las ecuaciones dada en (1), también satisface la ecuación integral
 
[image: image7.wmf]ò

ò

-

=

+

=

x

a

x

a

a

y

x

y

dt

dt

t

y

t

f

b

x

y

)

(

)

(

dt

dy

 

obtiene

 

se

 

(1),

 

integrando

 

pues,

(2)

    

          

))

(

,

(

)

(


Recíprocamente, si y(x) satisface (2), entonces, derivando, se tiene que y’=f(x, y(x))  y además y(a)=b. Así las ecuaciones de (1) pueden reemplazarse por la de (2).Esto constituye la base del método de iteración de Picard: en el integrando de (2) se sustituye y(t) por la constante b, luego se integra y se iguala a y1(x) el segundo miembro resultante de (2):
 
                                                               (3)
Con esto se inicia el proceso. Para continuar se usan las fórmulas iterativas 
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                                                                                     (4) 
Con las hipótesis del teorema se prueba que existe un intervalo J que contiene a x=a y una función y(x) definida en J tal que yn(x)( y(x) de manera uniforme, entonces tomando límite en (4) se obtiene que y(x) satisface (2) y, por lo tanto, (1).  
Veamos el simple caso (ya analizado en la sección 2.2) de la ecuación y’=y con la condición y(0)=1. Tanto la función f(x,y)=y, como la derivada parcial (f / (y =1 son continuas en toda su extensión; así el teorema implica la existencia de una solución única para cualquier dato inicial (a,b). Si bien el teorema asegura la existencia de solución única solamente en algún intervalo en torno a x=a, en este caso cada solución y=C.ex  está definida para todo x real. Si  consideramos y(0)=1, entonces resulta la función y= ex.
Ahora, apliquemos el método de aproximaciones sucesivas a este PVI.
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es claro que se está generando la secuencia de sumas parciales  de la serie de potencias de ex .  
4.2  Ejemplos y consideraciones sobre el  teorema  
(I) La ecuación y2 +x2y’=0   es equivalente a y’= -(y/x)2 para x distinto de 0.
Queda garantizada  la existencia y unicidad con condición y(a)=b para a(0 y b arbitraria, porque f es continua en un entorno de los puntos (a,b) y la derivada parcial también ((f / (y =-2y/x2 siendo en este caso x no nulo). El teorema no garantiza la existencia de una solución a través de los puntos (0;b) debido a que f no está definida en dichos puntos.  Tampoco f  está definida en un entorno de (0;0) pero algunas soluciones “pasan” a través de este punto (de hecho, son infinitas). De modo que el teorema da condición suficiente pero no necesaria para la existencia de soluciones. En este caso también es útil “pensar geométricamente”. Mucha información cualitativa puede obtenerse a partir del “campo de pendientes”: en cada punto (x,y) del plano, el valor f(x,y) determina una pendiente y’. Una solución de la ED es una función derivable cuya gráfica tiene la pendiente y’=f(x,y) en cada punto (x,y).
En el gráfico siguiente se muestra el campo de pendientes de la ecuación dada:
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 Dado que y’= -(y/x)2 toda solución derivable es estrictamente decreciente (excepto  en los ejes coordenados en los cuales x o y son cero)

 En este caso, separando variables e integrando obtenemos:  
                                         dy/y2 = - dx/x2
                                           1/y  =   -1/x  + C

                                              y  = x / (Cx-1)  (*)                                     c ((.
 Cada solución de la forma anterior, tiene asíntotas y =1/C y x=1/C, siendo C no nulo, y en efecto, cada una de dichas curvas solución consta de las dos ramas de una hipérbola  una de las cuales pasa por el origen. Para C=0 obtenemos la solución y=-x. Más aún, la resolución anterior excluye la solución y=0, la cual (por sustitución en la ecuación dada inicialmente) es otra solución.
Por el punto (0;0)  pasan infinitas soluciones. En otras palabras, la condición inicial y(0)=0 se satisface para infinitas soluciones diferentes. No hay solución que satisfaga la condición y(0)=b si b es no nulo. (Esto también se puede ver reemplazando x=0 en la ecuación.)
Para todo a  no nulo, existe solución única que satisface la condición y(a)=b., para todo b real  
                                Gráficas de algunas soluciones particulares

                                 [image: image11.png]



Analíticamente: sustituyendo en la ecuación (*)   b= a/(Ca-1) , de donde  C=(a+b)/ab
(para a y b distintos de 0).  Por lo tanto, la solución de la ecuación dada es la familia de curvas  

                                             y(x)= x / [(a+b)x /ab  -1] 
Cuando b=0, y(x)=0 es solución como se vio anteriormente.
(II) Si “f ” y “(f / (y” son continuas en un rectángulo que contenga a (a,b), el teorema garantiza existencia y unicidad “en un entorno de x=a” pero pueden haber bifurcaciones (pérdida de unicidad) “lejos” de a. Por ejemplo, sea la ecuación y’ = (1-y2)1/2 con la condición y(0)=0. El teorema garantiza que la solución será única en algún intervalo J, en torno a x=0 (la función f(x,y) = (1-y2)1/2  y  su derivada parcial son ambas continuas en un rectángulo que tenga al punto (0;0) en su interior). La solución es parte de la gráfica de y=sen x. “Localmente” y=sen x es  la única solución del PVI. Sin embargo, este tiene infinitas soluciones que pasan por (0;0).  Una de las tantas  es 
                                     sen x  si x< (/2;   

                       y(x)            1    si x ( (/2 
 Se pueden construir tantos ejemplos como se desee uniendo partes de las gráficas de y=sen x, y=1, e y= -1 para formar una función diferenciable.  
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(III) Otra cuestión para notar es que el intervalo de existencia garantizado por el teorema puede ser menor que el ancho del rectángulo en el cual f(x,y) es continua. Consideremos el problema y’=y2;  y(0)=1. Aquí f(x,y)=y2 , (f / (y=2y, ambas continuas en todos los puntos del plano, en particular en el rectángulo -2<x<2, 0<y<2. Como el punto (0;1) está en el interior de dicho rectángulo, el teorema garantiza la existencia de solución única sobre algún intervalo que contenga a x=0. Al resolver mediante separación de variables, se llega a y=1/(1-x). Esta función tiene una asíntota vertical en x=1, con lo cual es solución de la ecuación en los intervalos (-(; 1) y en (1,( ). No hay solución de la ecuación y’=y2  que cubra por completo el eje real, (excepto para la función constante y=0). Como la solución no es acotada a la izquierda de x=1, no existe una solución definida en el intervalo completo -2<x<2, pero la solución existe, como en este ejemplo, solamente en un intervalo J más pequeño. De la misma forma, el intervalo Jo de unicidad puede ser más pequeño que J, como se observó en el ejemplo II.
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5. Propuestas didácticas.
En esta sección se proponen algunas situaciones para presentar en el aula. Están pensadas para alumnos que finalizan su nivel secundario. Pueden ser oportunas tanto para introducir el tema de ecuaciones diferenciales, como también para observar su aplicación en diversas áreas. Los modelos matemáticos que se analizarán serán sencillos, haciendo notar a los alumnos que no será posible considerar el fenómeno de estudio “exactamente” como se presenta en la naturaleza, debido a la gran cantidad de aspectos que habría que tener en cuenta y a la complejidad de algunas nociones matemáticas involucradas; así sólo consideraremos una situación “ideal” dejando de lado aquellos aspectos del fenómeno que no tienen gran relevancia en la situación. El marco algebraico será complementado con otros acercamientos, por ejemplo el gráfico, para así tener una  mayor riqueza de conexiones entre las distintas representaciones.


 5.1. Situaciones para aplicar “integración directa” y ver conexiones con geometría y física

5.1.1: Determinar  la curva cuya pendiente en el punto (x,y) sea igual a 3x2, y que además pase por el punto Po= (1;-1).

Solución. En lenguaje matemático  y’= 3x2  (ecuación diferencial), además y=-1, cuando x=1 (condición inicial).
Estamos en presencia de una ED que tiene solución, ya que la función y=3x2 es continua en los reales, por lo tanto existe su antiderivada. Al integrar respecto a x miembro a miembro de la ecuación diferencial, se llega a y=x3 + C (solución general). Después imponemos la condición inicial para obtener C; -1=13+ C , de donde C=-2.
Luego la curva particular que pasa por el punto dado es y= x3 -2 (solución particular).
Geométricamente:
Si se representa la solución particular y=F(x) (tomando C=0) entonces cualquier otra curva de la solución y=F(x) + C se obtiene “trasladando verticalmente” la anterior una cantidad C. De este modo se obtiene una familia de curvas “paralelas”, en el sentido de que la pendiente de la tangente de cualquiera de ellas en el punto de abscisas x, es 3x2. Esta familia de curvas paralelas tiene la propiedad de que, dado cualquier punto P(x0, y0) con x0 en el dominio de F, hay una y sólo una curva de la familia que pasa por ese punto particular. Para la curva que pasa por P0, la ecuación debe satisfacerse para las coordenadas de P0.  
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 5.1.2  Desde una plataforma situada a 10 m sobre el suelo, se dispara hacia arriba un proyectil con una velocidad inicial de 40 m/s. Suponemos que la única fuerza que afecta el movimiento del proyectil durante su recorrido es la de la gravedad, que produce una aceleración hacia debajo de  9,8 m/s2. Hallar la ecuación de la altura del proyectil sobre el suelo como función del tiempo si el proyectil fue disparado en el instante inicial x=0 seg.
Adoptemos la siguiente notación:

y: espacio recorrido (en metros)
x: tiempo (en seg)

Solución.

Por la interpretación física de la derivada, se sabe que: velocidad v= y’, aceleración a = v’ = y’’.
Como el proyectil se lanza hacia arriba, en contra de la fuerza de gravedad, su velocidad será una función decreciente de x. Por lo tanto, la ecuación a resolver  

y’’(x)= -9,8  con las condiciones y’(0)= 40 , y(0)=10
Se integra una vez para obtener y’=-9,8x +  c1
Y otra para obtener y= - 4,9 x2+ c1x + c2 (solución general).
A partir de las condiciones iniciales, se pueden hallar el valor de las constantes c1  y c2

  c1 = y’(0)= 40 m/s,              c2= y(0) =10 m
De este modo, la ecuación del movimiento es y = -4,9x2 +  40x + 10 (solución particular).
Observaciones didácticas:

 Este ejercicio también puede ayudar a recordar nociones de “área bajo una curva”. Por ej., pedir a los alumnos que dibujen la “función  velocidad”  y que verifiquen que el “área bajo dicha curva nos da la distancia recorrida” (aclarando que el cálculo dará la distancia “contada”desde la plataforma ubicada a 10  m del suelo). Asimismo, preguntar qué representa el área bajo la curva “aceleración”.

  5.2  Un caso para aplicar “separación de variables”: dinámica poblacional.

 El economista inglés Thomas Malthus (1766 – 1834) fue uno de los primeros que se ocupó de estudiar el problema de la población mundial. Para construir su modelo, supuso que en un intervalo de tiempo (x, las cantidades de nacimientos y de muertes son proporcionales al tamaño de la población y al intervalo (x. En una primera aproximación, la suposición de Malthus es razonable, porque es de esperar que el número de nacimientos aumente con la población y lo mismo el número de muertes. Indicamos con y a la población existente en el instante x, ( la tasa de natalidad, ( la tasa de mortalidad. Estos índices de natalidad y mortalidad,
 se consideran constantes. Entonces, durante un cierto intervalo de tiempo pequeño (x ocurren unos (.y.(x  nacimientos y (.y.(x  muertes; así que el cambio en y está dado aproximadamente por (y=((-().y.(x y por tanto

 dy/dx=  y’= lim (x(0 (y/(x= ky   donde k=(-(  

Ejercicios para los alumnos:
a- ¿Cómo expresarías en palabras el significado de la ecuación diferencial y’= ky?    
b- Si la tasa de natalidad es mayor que la de mortalidad, en un período corto de tiempo, la población deberá crecer. ¿Cómo  deducirías este hecho observando la ecuación diferencial?

c- ¿Cómo interpretas el caso en que ( <( ?  ¿Y el caso (=( ?
d- Resuelve la ecuación diferencial y realiza algunos gráficos aproximados de las situaciones anteriores.

Respuestas y reflexiones didácticas:

a- Esta ecuación expresa que la variación instantánea de la población es directamente proporcional a la población en cada instante.

b- Si ( >( , entonces es   (-( >0. Además y(x) es positiva para todo x, ya que indica la población existente en el instante x. Entonces  y’ >0 para todo x, en consecuencia la función y(x) es creciente.

c- Análogamente si ( <( , entonces es  (-( <0  con lo cual  y’<0. Esto indica que la función y(x) es decreciente (su derivada es negativa). Para el caso (=(  la población se mantiene constante e igual a la población inicial (que indicamos con y0). En la ecuación resulta: y’ =0, entonces y(x)=k y como y(0)=y0 es  y(x)=y0.

d- De la ecuación diferencial y’= ((-()y  por separación de variables  dy/y= ( (-()dx.  
Si se integra entre el instante inicial x0 y el instante x,  resulta  y(x)=y0.e ( (-() (x- x0).  

Observación: Si bien la solución y=0 verifica la ecuación y’=((-()y, se descarta en esta situación, ya que estamos considerando que el número de habitantes (población) es positivo.
                Esbozos de gráficos de  y(x) para diferentes valores de ( y (
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 Al realizar estos gráficos, los alumnos pueden verificar lo analizado antes, acerca de la función creciente, decreciente y constante. Reconocer la “función exponencial” en los dos primeros casos y la lineal (constante) en el último. Por otra parte, también a partir de la ecuación de y(x) se pueden corroborar las deducciones que realizaron.

 Por ej. Sea el caso ( >(.       Al derivar    y’(x)=  y0. ( (-()   e ( (-() (x- x0)
                                                                                         >0      >0       >0 para todo x 

queda verificada la afirmación anterior: y(x)  es creciente para todo x.

Este ejercicio es útil también para traducir de un lenguaje a otro: del simbólico al coloquial, del simbólico al gráfico, etc.,  permitiendo deducir mucha información a partir de nociones conocidas anteriormente por los estudiantes y sin necesidad de resolver (inicialmente) la ecuación. Por otra parte es apropiado hacer notar que los gráficos realizados corresponden “al modelo matemático”; describen la realidad “sólo aproximadamente” (no puede por ej. haber fracciones de individuos).

Para ampliar: El modelo de Verhulst   
Teniendo en cuenta factores como condiciones sanitarias, vivienda, alimentación y otros, Verhulst (matemático y biólogo holandés) propuso en 1837 una modificación al modelo de Malthus. Considera que la población no puede crecer indefinidamente porque en algún momento la restricción de recursos, la aparición de predadores, etc.,  moderará el crecimiento hasta estabilizarlo. Además en situaciones tan diversas como la población humana de una nación y la población de insectos en un recipiente cerrado, a menudo se observa que el índice de natalidad disminuye cuando la población aumenta.
 De esta manera, en este nuevo modelo llamado de tipo logístico, la población de una cierta especie, viviendo en un medio determinado, alcanzará un límite máximo. Al igual que el caso anterior, la función y(x) será una “aproximación continua” a la población efectiva, que por supuesto crece con incrementos discretos. Supongamos que el índice de natalidad ( es una función lineal decreciente de la población y, tal que  (=(0- (1y  ((0 ; (1  constantes positivas). Si el índice de mortalidad (=(0 permanece constante, la ecuación de la población tomará la forma:
y’=((0-(1y-(0)y .                                                                                                                        (1)
Ahora llamemos  k= (1 , L=  ((0-(0)/ (1. Suponemos que (0>(0, con lo cual L>0.
Luego la ecuación (1) queda expresada de la siguiente forma:
 y’=ky(L-y)       llamada ecuación logística.                                                                            (2)
y’ indica la velocidad con la cual varía la población.
Algunos aspectos que pueden hacerse notar a los alumnos:

-  la diferencia entre la ecuación del modelo de Malthus y la de Verhuslt, está en que en esta última el factor de proporcionalidad (que en la ecuación de Malthus era constante dado por (-() ahora ha sido sustituido por una función que decrece linealmente cuando aumenta y.
-La ecuación (2) es una EDO de variables separables. Sus soluciones constantes son y=0 (que se descarta, ya que se considera la población>0) e y=L. Las soluciones no constantes se obtienen por separación de variables y utilizando fracciones parciales, y vienen dadas por:
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Analizando esta expresión  y también los gráficos que siguen, pueden deducirse algunas cuestiones como por ejemplo, qué ocurre con la población si el valor de la población inicial es inferior(o superior) a L; por otra parte, analizar el comportamiento de y(x) cuando x ((.
 Se puede también  pedir a los alumnos que grafiquen la función cuadrática D(y)=ky.(L-y). La gráfica es una parábola invertida (debido al coeficiente –k>0), con vértice =(L/2; L2/4), y raíces (0;0) y (L;0). El vértice, que es el punto máximo de la parábola, indica algo importante: si para una solución y(x), existe un instante xm tal que y(xm)=L/2 entonces y’(xm)=D(y(xm))= L2/4, es máxima, es decir tenemos la máxima velocidad de crecimiento de la población. Una consecuencia de esta observación es que y’’(xm)=0 
 y en este punto habrá un punto de inflexión de la gráfica de y.
                          Grafíco de D(y)=ky.(L-y).
                        [image: image17.png]



 Esbozos de gráficos de y(x) para distintos valores de la población inicial. 
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 5.3.Un problema de disolución, con ecuaciones lineales de 1º orden.
En el momento inicial (x=0) un tanque contiene y0  gramos de sal, disueltos en 5 litros de agua.
En x=0 comienza a entrar en el tanque, agua que contiene 1 gramo de sal por litro, a razón de 2 litros por minuto.

Hay un mecanismo que permite una buena disolución. En x=0 sale agua del tanque también a razón de 2 litros por minuto.

a) Hallar la cantidad de sal dentro del tanque en función del tiempo y graficar la función para y0=10.

b) Estudiar el caso en que el flujo de entrada y salida son distintos, considerando que entran 2 litros/min y salen 3 litros/min.
Soluciones
a) Sea y(x) la cantidad de sal (en gramos) en el instante x.

Antes de plantear y resolver este problema analicemos cómo serán sus soluciones.
A medida que transcurre el tiempo el agua salada que entra, irá purificando la que había, haciendo que la concentración de sal en el tanque tienda a 1g/litro. Como la capacidad del tanque es de 5 litros, luego de mucho tiempo existirá una cantidad de sal cercana a 1g/litro .5 litros= 5 g. Luego, esperamos que las soluciones del problema tengan como asíntota la recta y=5. La solución de equilibrio será y(x)=5 (cuando y0=5). En cambio si y0>5 la soluciones deberían ser decrecientes, mientras que si 0(y0<5 entonces deberían ser crecientes.
Entonces: sea y(x) la cantidad de sal (en gramos)  en el instante x. 
La   velocidad con que varía la cantidad de sal  será igual a la diferencia entre la  velocidad de entrada de sal (1g/litro2litros/min=2g/min) y la  velocidad de salida 
 .

Esto lo expresamos así:
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      concentración de sal (en agua entrante)x veloc del agua entrante  --  concentr de sal (en agua  saliente)x veloc del agua saliente.   

Reescribiendo la ecuación diferencial anterior, resulta:  
 y’= 2-0,4y

y’ + 0,4y = 2
Tenemos una ED lineal de 1º orden, en la cual P(x)=0,4, Q(x)= 2.

Ya vimos que puede resolverse mediante:
[image: image20.wmf]ò

ò

=

ò

dx

x

P

dx

x

P

e

x

Q

e

y

)

(

)

(

)

(

.


En el caso del problema:

y.e0,4x = (2 e 0,4x dx

y.e0,4x =5 e 0,4x+ C

  y= 5 + C e -0,4x
En x=0, y=y0 (cantidad de sal inicial) .En consecuencia y0=5 + C ( C=y0 – 5

Entonces la solución es y(x)=5 + (y0-5). e -0,4x
 Esbozo del grafico de y(x), cuando y0=10.
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Tenemos una función exponencial, decreciente con asíntota horizontal y=5.

La intersección con el eje y, (x=0) se dá para y0, en este caso 10.
b) Si el flujo de entrada es distinto al de salida, la ecuación quedará así: 
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La ecuación diferencial será y’= 2-  3. y(x)/(5-x)

O sea, y’ +  (3/(5-x)).y= 2   

Ahora P(x)= 3/(5-x), Q(x)=2, entonces ( 3/(5-x) dx = ln (5-x)-3; e ln (5-x)-3=(5-x)-3
La solución estará dada por: y(5-x)-3= 2((5-x)-3 dx
y= (5-x)+ C(5-x)3     
Cuando y0=10 ( C=1/25, 

con lo cual y(x)= (5-x) + 1/25(5-x)3
Se observa que para x= 5 min no hay agua ni sal en el tanque, lo que coincide con el hecho de que el tanque pierde 1 litro/min.
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Comentario didáctico

Al igual que en  los problemas anteriores, esta situación ayuda a comprender el significado de las variables involucradas, y aprender a expresar el problema empleando una notación adecuada. Además resulta útil analizar y discutir las hipótesis y lo que ocurre si las modificamos. Todo esto contribuye a la formación general del alumno. 
6. Otros métodos.  

¿Qué sucede en la práctica si no es posible hallar la solución de una ED en forma exacta?

Los métodos de resolución de ecuaciones diferenciales que hemos visto anteriormente, aún en el caso en que se puedan aplicar, dependen de la posibilidad de hallar primitivas, el cual, sabemos, en general no es un problema sencillo.

 Por ejemplo:  ( sen x2 dx        ( ex/x  dx          ( senx /x dx          ( 1/lnx dx   
 y tantas otras, en las cuales no hay manera de expresarlas como combinaciones finitas de las llamadas funciones elementales.  Es más, sólo en un número reducido de casos puede una ED ser resuelta en “forma cerrada”. Esto no depende solamente de la mayor o menor habilidad del matemático para resolver la ecuación, sino que existen muchas ecuaciones (algunas de gran importancia para las aplicaciones físicas) para las cuales tal expresión no existe. Esto ha sido demostrado por primera vez por Liouville para la ecuación de Ricatti  y tiene la importancia enorme de mostrar la necesidad de otros métodos de solución, que tengan solamente carácter numérico aproximado, o bien que utilicen algoritmos infinitos por ej., series. Los llamados “métodos numéricos” pueden introducirse conceptualmente, haciendo notar que en la práctica siempre interesan soluciones particulares (no tanto la “soluc gral”) y dicha solución particular se conocerá si se conoce su “valor numérico” (con aproximación suficiente) para ciertos valores de la variable independiente. Uno de los métodos más simples de integración numérica aproximada consiste en tomar como equivalentes la derivada y el cociente de incrementos finitos     (y(xi)-y(xi-1))/(xi –xi-1)
La exactitud se puede mejorar, ya sea disminuyendo el intervalo xi –xi-1, ya sea utilizando fórmulas de mejor aproximación para la derivada. Sin entrar en detalles de tales métodos, conviene mencionar que su importancia ha aumentado notablemente en los últimos tiempos debido al empleo de computadoras. Sin embargo dicho progreso no significa, que “todos” los problemas referentes a ED estén resueltos (con aproximación numérica adecuada). Finalmente, es importante mencionar que cuando se busca en forma numérica una solución, antes es necesario saber que tal solución existe. Otro tanto se puede decir de la unicidad: de haberla, uno tiene la tranquilidad de que el método numérico está convergiendo (si lo hace) a la única solución del problema.
Algunas “limitaciones”…y el surgimiento de los Métodos Cualitativos.
Es de notar, que los métodos numéricos, tan eficaces cuando se trata de dar la solución de algún problema específico, tienen en general poco valor para la discusión global de las soluciones, cuando se trata de estudiar las propiedades del conjunto de todas las soluciones. El cálculo de una, diez, o tal vez, miles de soluciones particulares de una ED, sólo da una idea muy vaga con respecto al comportamiento de “todas” las soluciones. También los métodos de dar la solución en forma de series, presentan dificultades cuando se trata de discutir el comportamiento de la solución en función de las condiciones iniciales, por ejemplo. Por otra parte, para muchas aplicaciones de astronomía, mecánica, electrónica, interesa discutir problemas bien distintos del cálculo efectivo de una solución particular. En estos casos, la idea es estudiar las propiedades de las soluciones, sin necesidad de resolver la ED. Basados principalmente en los trabajos de Poincaré y Liapunov, se han desarrollado en los últimos tiempos métodos directos de “ataque” de las ED cuya soluciones no se conocen, es decir, no se tiene una expresión algorítmica y su cálculo numérico, aunque posible, es irrelevante. De acuerdo al énfasis que se ponga en los distintos aspectos del problema, esos métodos suelen presentarse bajo varios títulos: Teoría de sistemas dinámicos, dinámica topológica, métodos cualitativos de la teoría de las ED, entre otros.

7.  Apéndice. 
En esta sección se incluyen algunos temas de ampliación que pueden resultar útiles para  apreciar sus aplicaciones en diversas áreas. Los desarrollos teóricos no serán exhaustivos, solo se presentarán algunas nociones generales acompañados de ejemplos posibles para mostrar a los alumnos, en este caso destinados al  nivel superior.
(I) ECUACIONES LINEALES DE ORDEN SUPERIOR

            y algunas  aplicaciones del Álgebra Lineal.         
(a) La ecuación lineal general de n-ésimo orden con coeficientes variables tiene la forma:                                                                                                   
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                                                               (1)
Los coeficientes ai(x) y f(x) son funciones continuas en un intervalo abierto I en el que deseamos resolver la ED, pero no es necesario que sean funciones lineales. La ecuación lineal homogénea asociada a (1) es:    
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Al primer miembro de (2) lo indicaremos con L(y), así dicha ecuación queda escrita en la forma: L(y)=0                                                                                                                              (3)
Por ejemplo, la ecuación lineal de 2º orden y’’ + 2xy’ + 3y=cos x es no homogénea, su  ecuación homogénea asociada es  y’’ + 2xy’ + 3y=0.   
                              Síntesis de algunos conceptos y propiedades importantes
 

 Teorema 1: de existencia y unicidad (T.E.U.)

 Sean a1,a2,…an funciones continuas en un intervalo I que contenga al punto xo. Si (1 , (2,…. (n.   son n constantes cualesquiera, entonces existe una única solución ( de la ecuación L(y)=0 en todo el intervalo real que satisface las condiciones  ((xo) = (1   , (’(x0) = (2,….., ( (n-1) (xo) = (n.

Principio de superposición.(P.S.)   
Sean (1,… (n, n soluciones de la ecuación (3) sobre el intervalo I, y sean c1 , .. cn. constantes cualesquiera. Entonces L(c1(1 +……..+ cn(n)= c1 L((1) +……..+ cnL((n), lo cual implica que c1(1 +……..+ cn(n es también una solución. Esto es, cualquier combinación lineal de soluciones, es también una solución.

Ejemplo: Por simple inspección, podemos ver que y1=cos x e y2= sen x son dos soluciones de la ecuación y’’ + y =0.  Por el  P.S. cualquier combinación lineal de estas soluciones, también es una solución (sobre todo el eje real) como por ej., y=  3y1-2y2= 3cos x – 2 sen x. Además tiene los valores iniciales y(0)=3, y’(0)= -2. El T.E.U nos dice que es la única solución con esos valores iniciales. Más generalmente, la solución y = (1  cos x + (2 sen x satisface las condiciones iniciales arbitrarias y(0)= (1  , y’(0)= (2  ; esto muestra la existencia de tal solución, también garantizada por el T.E.U.

Teorema 2: Existen n soluciones de la ecuación L(y)=0 linealmente independientes (l.i.)
 .

Para demostrarlo consideremos un punto x0 en el intervalo I. Por el Teorema 1, existe una solución (1 de L(y)=0 que cumple las condiciones (1(xo) = 1 , (1’(x0) = 0….., (1 (n-1) (xo) = 0 
En general, para cada i=1,2,…n existe una solución (i que además satisface las condiciones

( i ( i-1) (xo) = 1   ( i ( j-1) (xo) = 0,  j( i
                                                                                            (4)
Para probar que las soluciones  (1,… (n, son li en I supongamos que existen ciertas constantes c1,…cn tales que c1(1(x)+…+cn(n(x)=0,   para toda x en I                                                           (5)
Derivando  (5) se obtiene 

c1 ( 1 ’ (x)  +…..+ cn( n’(x)  = 0          
c1 ( 1’’ (x)  +…..+ cn( n’’(x)  = 0          
…………………………………….

c1 ( 1(n-1) (x)  +…..+ cn( n(n-1) (x)  = 0                                                                                             (6)
para toda x en I. En particular las ecuaciones (5) y (6) deben ser válidas en x0. Reemplazando x=x0 en (5), vemos que de acuerdo con (4), es c11+0+…+ 0=0 , es decir c1=0. Sustituyendo x=x0 en las ecuaciones (6) obtenemos c2=c3=…cn=0. Así queda demostrado el teorema.

Teorema 3: Sean  (1,…,(n las n soluciones de L(y)=0, definidas en I, que además satisfacen las condiciones (4). Si ( es cualquier solución de L(y)=0 en I, entonces existen n constantes c1,…,cn tales que ( = c1(1+…+cn(n.

Para probarlo consideremos  ((x0)= (1…((n-1) (x0)= (n. y sea  la función (= ((x0)(1+…+((n-1) (x0)(n, que es una solución de L(y)=0   y es claro que 
((x0)=  ((x0)(1(x0)+…+((n-1) (x0)(n (x0)= (1 ,  ya que (1(x0)=1, (2(x0)=0,….,(n(x0)= 0.
Empleando las otras relaciones de (4) vemos que (’(x0)= (2… ..((n-1) (x0)= (n.
Por lo tanto ( es una solución de L(y)=0 que  satisface las mismas condiciones iniciales en x0 que (. De acuerdo con  la unicidad dada por el teorema 1 debemos tener (  = (, esto es: ( = c1(1+…+cn(n. Con esto queda probado el teorema para las constantes c1=(1,….. cn =(n
Conclusión: el contenido del teorema 3 es que las funciones (1, (2,…., (n que satisfacen las condiciones dadas en (4) forman una base para el conjunto de soluciones de (3) en I, y que este espacio vectorial de funciones tiene dimensión n.

(b) Soluciones de ecuaciones no homogéneas
Si yp es una solución particular de la ecuación no homogénea (1) sobre un intervalo abierto I en el cual las funciones ai y f son continuas. Sean  y1,y2,…yn soluciones l.i. de la ecuación homogénea asociada (2). Entonces puede probarse que, si Y es una solución cualquiera de la ecuación (2) sobre I, existen números c1,c2,…cn tales que

Y(x)= c1y1(x)+ c2y2(x)+….cnyn(x) + yp  para toda x de I.


          Y(x)=      yc                              + yp     

 (yc se llama función complementaria)  
          
Ejemplo: Sea la ecuación no homogénea y’’ + 4y=12x.
Es evidente que yp= 3x es una solución particular y que yc = c1 cos 2x + c2 sen 2x es la solución de la ecuación homogénea asociada. Si se quiere hallar una solución de la ecuación dada que satisfaga y(0)=5, y’(0)=7 primero escribimos la solución general : y= c1 cos 2x + c2 sen 2x+ 3x. Luego y’=-2c1sen2x + 2c2cos2x+3. De las condiciones iniciales obtenemos: y(0)=c1=5 ; y’(0)=2c2+3=7, con lo cual c2=2. Así, la solución  es y= 5cos 2x + 2sen 2x+ 3x.
Observación: En la sección (3.4) de este trabajo, vimos que existe un procedimiento mediante el cual se puede encontrar una solución general de cualquier ecuación diferencial lineal de 1º orden (factores integrantes). Por el contrario, no existe un procedimiento para resolver en forma general una ecuación lineal de orden superior arbitraria y con coeficientes variables (al menos no en forma rutinaria, y en número finito de pasos). En estos casos se requieren otras técnicas, por ejemplo series de potencias o métodos numéricos. Afortunadamente, muchas aplicaciones importantes requieren sólo ecuaciones homogéneas con coeficientes constantes. Estas aparecen como modelos matemáticos de sistemas mecánicos y circuitos eléctricos.
En lo que sigue del trabajo, nos dedicaremos a este tipo de ecuaciones.

c)  Ecuaciones lineales homogéneas con coeficientes constantes.

 Tienen la forma 
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en la cual los coeficientes a0 a1….an  son constantes (an(0) .

Llamemos L(y) a la expresión que figura en el primer miembro de (1)
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De esta manera resulta L(y)=0                                                                                                    (2) 
¿Cómo son las soluciones?
 Supongamos ahora, que la exponencial y=erx  es solución de la ecuación  (2). 
Al reemplazar en la misma y teniendo en cuenta que y (k) (erx)= rk erx , se obtiene:
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esto es, 
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Puesto que erx  nunca es cero, vemos que y= erx  será solución de la ecuación dada cuando r sea raíz de la ecuación    
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  (3)  denominada “ecuación característica”. Así se reduce el problema a resolver una ecuación algebraica. 
  

Además las funciones er1x ; er2x;… ernx también serán soluciones de (3) y estas soluciones son l.i. si r1,….rn son distintas  Por lo tanto tenemos el siguiente resultado:
Si las n raíces   r1, r2,…, rn de la ecuación característica (3) son reales y distintas entonces:
y=c1e r1x + c2 er2x +….+ cn ernx   es  la solución general de la ecuación  (2). 
                                                                                          

 Ejemplo: sea la ecuación y (3) - y’’-6y’=0
La ecuación característica es r3-r2-6r=0, con raíces 0, 3 y -2. Dado que  e0=1, la solución general de la ecuación dada, es y=  c1 + c2 e3x + c3 e-2x   

 d) Sistemas de ecuaciones diferenciales
Un sistema de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden homogéneo, con coeficientes constantes  es de la forma:
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donde cada yi es una función de x,  yi’= dyi/dx, y los aij son constantes

Si se hace:


entonces el sistema puede expresarse en forma matricial como: Y’ = AY                                (1)

Propiedades: al igual que para ecuaciones lineales homogéneas (ya sea de coef constantes o variables), puede probarse que el conjunto de soluciones del sistema homogéneo Y’=AY con A ( ( n x n   es un espacio vectorial de dimensión n.  
¿Cómo son las soluciones?

Observemos que la ecuación (1) es similar a la ecuación diferencial y’=ky (k: cte) ya vista en este trabajo, y cuya solución general venía dada por y=cekx. La única diferencia es que ahora se tiene una función vectorial Y’ y una matriz A, mientras que antes se tenía una función “escalar” y un número k (matriz de 1x1). Propongamos una solución de la forma  Y= e (x v  (2), donde ( es cierta constante y v un vector constante. Sustituyendo (2) en (1) resulta   ( v  =A v.  Pero de esta última expresión, y recordando los conceptos de autovalores y autovectores de una matriz
, se deduce que (2) es solución del sistema homogéneo (1) si y sólo si ( es autovalor de A, y v  su autovector asociado. Además las soluciones e (kx vk son li  si solo si vk son vectores li. Entonces en el caso de haber n autovectores li, la solución general del sistema dado, será de la forma: 
[image: image32.wmf]å

=

=

n

k

k

k

k

v

e

C

x

Y

1

)

(

l

      (3)                                                                                                                               

donde los Ck son constantes arbitrarias,  (k  son autovalores y los vk son autovectores asociados a los correspondientes  (k . Esto se debe a que el conjunto de soluciones es un espacio vectorial de dimensión n. 
 Observaciones y ejemplos:
(I) Si A es una matriz diagonal, las soluciones pueden obtenerse de inmediato, ya que los autovalores de una matriz diagonal, son precisamente los elementos de dicha diagonal.

Ejemplo:

Sea el sistema  y’1= y1 ;y’2= 3y2
La forma matricial del sistema de ecuaciones diferenciales dado es:
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Este sistema tan simple de ED, cuya matriz A es diagonal se suele llamar “desacoplado”.

Los autovalores de A son directamente 1 y 3.Si se calculan los autovectores se obtienen,   
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Teniendo en cuenta (3), la solución general del sistema es:  
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            (forman un EV de dim =2).                       
Dado en forma de coordenadas, resulta:y1= C1 ex; y2= C2 e3x  Estos resultados  eran esperables, ya que resolver un sistema desacoplado es resolver cada ecuación por separado.

(II)  Si A es una matriz diagonalizable podemos obtener la fórmula (3) encontrando la matriz P que diagonalice a A.

Recordemos que si A es diagonalizable, entonces existe una matriz inversible P, tal que

 P-1.A.P=D (D es la forma diagonal de la matriz A; cuyos elementos son los autovalores de A). Las columnas de P son los autovectores de la matriz A. Veremos esto en un ejemplo.
Un modelo competitivo
Consideremos un sistema en el cual interactúan dos especies S1 y S2. Las poblaciones de ambas especies en el tiempo, las indicaremos con y1 (x) para S1 e y2(x) para  S2, siendo x el tiempo en años. El modelo, en su expresión matemática, está dado por: y’1=  3y1 - y2 ; y’2= -2y1 + 2y2
Vemos que  las especies compiten pues los incrementos en la población de una especie disminuirán el crecimiento de la otra. Este sistema puede reescribirse en forma matricial así:
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Los autovalores de A, son (1= 1; (2=4 con autovectores correspondientes v1=(1;2) v2=(1;-1).
Luego la matriz P (que resulta inversible pues los autovectores son li) es 
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Verifiquemos que  D= P-1.A.P
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(vemos que en la diagonal figuran los autovalores de A, como se esperaba)

 Luego el cambio de variables dado por  Y=PU, e Y’=PU’  produce U’=P-1APU que es un sistema desacoplado. Así, en las nuevas coordenadas, el sistema inicial, se reduce a: 
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 (  u’1= u1 ;  u’2= 4u2   

 lo cual implica que las soluciones del sistema  son u1= C1 ex    ;    u2= C2 e4x
Y(x)= 
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=C1 ex (1;2)+ C2 e4x (1;-1) 

que es la solución que se obtiene aplicando directamente (3).

Por lo tanto las soluciones (que pueden verificarse) del sistema son:

y1= C1 ex + C2 e4x
y2=2 C1 ex - C2e4x
Siguiendo con este problema…
Si la población inicial (x=0)  es  y1 (0) =90; y2 (0)  =150 ¿cuál será la población de cada especie  luego de medio año? ¿Se elimina la población de la especie S1? Si es así, ¿al cabo de cuánto tiempo?

Solución
Población inicial (x=0) y1(0)= 90= C1 + C2  ; y2(0)=150=2 C1 -C2 
Resolviendo el sistema, se llega a C1=  80;   C2= 10 

Por lo tanto la población luego de 1/2 año será 

y1(0,5)=   80 e0,5  + 10 e 2   ( 206  individuos de S1 aprox.) 

y2(0,5)=  160 e0,5 - 10 e2  ( 190 individuos de S2  aprox.)

Para ver si la población de S1 se elimina, hacemos: y2=0
Entonces,  160 ex – 10 e4x=0

                              16 ex= e 4x

                                     16= e 3x
De aquí resulta  x= (ln16)/3   (0, 92 años ( 11 meses.

Así, la población  de S1 estará eliminada después de solo 11 meses aunque comenzó con una población mayor.

(II) LA ECUACION DIFERENCIAL DEL MOVIMIENTO VIBRATORIO
Un ejemplo simple de ecuación diferencial lineal homogénea de segundo orden  que aparece en el estudio de las vibraciones, es  y’’ + k2 y = 0  (1) y representa el caso ideal de no existir rozamiento o resistencia. Puede verificarse que y=cos kx e y=sen kx son soluciones independientes de (1) y por lo tanto forman una base del espacio de soluciones. Esta es la razón por la cual las curvas y= sen kx e y= cos kx constituyen el fundamento del estudio de los mecanismos vibratorios. Si en la ecuación (1) se hace intervenir la resistencia entonces aparecerá otro término ry’(r>0) resultando: y’’ +ry’+  k2 y=0  (2).                                                                                                   

Para esta ecuación, y suponiendo que r/2 <k, se obtienen vibraciones subamortiguadas.
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 la gráfica de y2 es
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En este caso, las oscilaciones son del mismo tipo que las del seno o coseno, pero su intensidad disminuye por efecto de un factor exponencial, decreciendo más o menos rápidamente de acuerdo con la magnitud del coeficiente r, que representa el rozamiento.

La ecuación (2) aparece en la siguiente situación:

Supongamos que tenemos una partícula que se mueve a lo largo de una recta, y que está unida al origen por una fuerza elástica tal como un resorte. Si se aparta la partícula de su posición de equilibrio en el origen hasta llevarla a una posición dada por su coordenada y, la fuerza la hará retroceder con una intensidad que supondremos proporcional a la elongación y con constante de proporcionalidad k2; puesto que la fuerza está dirigida hacia el origen, vendrá representada por –k2y. Supongamos además que existe rozamiento, el cual retarda el movimiento, y que éste es proporcional a la velocidad y’ de la partícula, con otro factor de proporcionalidad –r (r>0). Entonces la fuerza total en un instante cualquiera será –k2y –ry’. De acuerdo con el principio general de Newton, encontramos que my’’= –k2y –ry’ (m: masa de la partícula, y’’: aceleración), o sea  my’’ +k2y +ry’ =0. Esta ecuación es equivalente a la (2).  
Vemos así la gran importancia de la ecuación y’’ +ry’+  k2 y= 0. Numerosas clases de sistemas vibrantes, mecánicos y eléctricos, pueden describirse matemáticamente mediante dicha ecuación diferencial, y el hecho de que sirva como modelo matemático para sistemas físicos tan diferentes ilustra muy bien el papel unificador de la matemática en la investigación de los fenómenos naturales.
· Conclusiones.

Del trabajo que finalizo, rescato importantes aspectos. En principio, el tema elegido, que ha sido para mí de una gran riqueza, tanto por lo conceptual como por lo novedoso de algunos problemas y sus interesantes aplicaciones, hacia las cuales, de un modo aproximado, pude acercarme; por otra parte, la variedad de operaciones mentales, o procesos cognitivos posibles de activar al analizar algunas situaciones: la analogía y la abstracción; el formalismo y la intuición, la particularización y la generalización; la utilidad de las nociones involucradas y también el placer, en lo personal, de estudiar temas por la importancia que revisten, por su valor histórico, cultural y didáctico.

Las actividades pensadas para el aula, tanto para alumnos de nivel medio como terciario, me llevaron como docente a investigar las estrategias, las posibles dificultades que podían emerger, porque durante el desarrollo de esta relación final, yo misma pude percibirlas, al modificar, corregir, agregar o dejar de lado nociones o ejercicios; en definitiva, al reestructurar e integrar todo lo aprendido.

La tarea en esta Maestría culmina…Sin embargo quedan inquietudes, entusiasmo y ganas de continuar de alguna manera en el trabajo matemático, porque particularmente reconozco en esta disciplina su gran valor formativo. 
Finalmente, agradezco a los docentes y tutores por la calidad y calidez a la hora de enseñar. De modo especial, quiero expresar mi reconocimiento al Prof. Ferro, impulsor de este proyecto e incansable educador y al Dr.Testoni, relator de mi trabajo, por su guía paciente y su valiosa ayuda profesional durante este tramo final.   
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� EMBED Equation.3 ���














� En lenguaje actual se escribiría dy/dx=f(x) ,dy/dx=f(y).





�  Utilizado para resolver ecuaciones en las que el método anterior no podía usarse, ya que aunque fuera posible separar las variables, aún no se conocía que ∫ dx/x = ln x.  





� En esta época la atención se dirigía a la resolución de determinadas ecuaciones diferenciales y no a la obtención  de métodos generales o de propiedades generales de las soluciones.





� Lagrange demostró que la solución gral. de una ecuación diferencial lineal homogénea de orden n con coeficientes constantes es de la forma y=c1y1+c2y2 +…cnyn, donde c1,c2,…cn son constantes arbitrarias, e y1,y2,..yn  conj de soluciones linealmente independientes (Principio de Superposición) , asimismo  descubrió en su forma general el método de variación de parámetros





� La ecuación “general” de Ricatti x’ = f(t) x2 + g(t)x + h(t)   no es , en general, integrable elementalmente. En el caso de la “ecuación especial” de Ricatti x’= ax + bx(  con a, b, (  constantes, Liouville demostró que esta ecuación sólo es integrable elementalmente para valores de ( de la forma: -4n/(2n-1) (n: número entero) y para (=-2. Por “integrable elementalmente” se entiende que existe una expresión algebraica finita que en términos de las funciones trascendentes elementales (exponencial, logaritmo,y funciones exponenciales) y un número finito de cuadraturas (integrales) , dá la solución de la ecuación diferencial.





� El problema de la integral definida se aclara a fines del S. XIX con los trabajos de Lebesgue





� Este movimiento del análisis matemático hacia su fundamentación puede describirse como una relación entre “teoría –práctica”: la necesidad del cálculo de áreas y volúmenes y de la búsqueda de máximos y mínimos entre otros problemas concretos impulsó la creación del algoritmo del cálculo diferencial e integral. La aplicación de estos algoritmos a nuevas situaciones permitió la generalización y precisión de dichos algoritmos. En última instancia el análisis se formalizó como lógicamente no-contradictorio, como un sistema relativamente cerrado y completo.





� Es sabido que en el estudio de ciertos sistemas físicos es necesario conocer propiedades de las soluciones como estabilidad, periodicidad, acotación, etc. Sin tener que recurrir a la difícil- y a veces impracticable –tarea de hallar expresiones analíticas para las soluciones.





� Este tipo de ecuaciones se analizarán con más detalle en las secciones siguientes.


� Este tema, se tratará con más detalle al analizar el teorema de existencia y unicidad- Sección 3-


� F(x) satisface la ecuación (1), entonces (F(x) + C)’= F(x)’ + C’ = f(x) + 0 = f(x)


� La idea del corolario es que si la derivada de una función es cero en un intervalo, entonces la función es  constante en ese intervalo. Por lo tanto, si “y” y F(x) tienen la misma derivada, entonces (y-F(x))’= y’ –F(x)’ =f(x)-f(x)=0, de manera que (y-F(x))=C e y=F(x)+C.


  


� Siendo G y F, primitivas de 1/g y de f respectivamente.


� Al aplicar esta regla, se opera con los diferenciales como si fueran números, y se integra ambos miembros de la igualdad, olvidando que dependen de distintas variables, ya que son los diferenciales los que indican respecto a cual variable integrar. 


� En la sección Apéndice se mostrarán otras situciones para ED lineales de orden superior.


�  Para probar el teorema  basta ver que la función f(x,y)=-P(x)y+Q(x) satisface las hipótesis del teorema de existencia y unicidad en I.  Luego comprobar que y(x)= e -(P(x)dx[( ( Q(x) e (Q(x)dx)dx + C ]  verifica la ecuación en todo I. 








� Emile Picard.Matemático francés (1856-1941)


� La tasa de natalidad (mortalidad) es el cociente entre el nº de nacimientos (muertes) en el instante x, y el nº de individuos en el  instante x.


� El crecimiento de población no viene dado en forma continua, pero igualmente se aproxima el problema a uno continuo y se lo estudia con los métodos de las funciones continuas y derivables , a fin de poder utilizar nociones conocidas y de algún modo simplificar el problema


� Otra observación de la ecuación   y’ =ky, que se puede reescribir como y’-ky=0. Estamos en el caso de una ED lineal de 1º orden, con P(x)=-k y Q(x)=0.Por el teorema de existencia y unicidad queda garantizada la solución.  


� Las razones pueden variar, incluyendo desde el incremento en el refinamiento científico o cultural, hasta la limitación de los recursos alimenticios.


� Teoría: Sea f una función  definida en un intervalo [a,b] que  tiene un máximo o mínimo relativo en un punto interior x=c del intervalo (a,b). Si f es derivable en c, entonces f ‘(c) =0. En este caso, f es nuestra función derivada y’, que también es derivable.


�  La  cantidad de sal que sale, es variable, si en un momento hay y(x) gramos de sal, entonces cada litro contiene y(x)/5 gramos de sal y la velocidad de salida de sal será 2y(x)g/min).


� El denominador (5-x) se debe a que ahora el contenido del tanque disminuye siendo (5-x) pues pierde 1 litro/min. Entonces la proporción de sal a la salida es y(x)/ (5-x); siendo y(x) sal presente en el momento x; (5-x) volumen en el momento x.


� Enunciamos algunas  propiedades  sin demostración. Estas propiedades serán de utilidad para las aplicaciones.


� Válido también para el caso no homogéneo


�  En general, n funciones f1,f2,…fn son linealmente independientes (l.i) en un intervalo I si la identidad c1f1 + c2f2 +…cnfn=0 se cumple en I solamente para el caso trivial c1=c2=…cn=0. Así las funciones f1,f2,…fn son l.i., si ninguna de ellas es combinación lineal de las otras.





� Si un conjunto de funciones tiene la propiedad de que si y1 e y2 pertenecen al conjunto y c1, c2 son dos constantes cualesquiera, entonces c1y1 + c2y2 pertenece también al conjunto, se dice que dicho conjunto es un “espacio vectorial”(EV) de funciones. Visto en el P.S. Además, si un EV de funciones contiene n funciones y1,y2,…yn, l.i. , y tales que toda función del espacio puede representarse como única combinación lineal de ellas, entonces  las y1,y2,…yn constituyen una base del EV. El entero “n”es la dimensión del EV. Visto en teoremas 2 y 3.


 


�  Sea yp  solución de L(y)=f(x).Si Y es solución de L(y)=f(x) entonces existe yc solución de la ecuación homogénea asociada L(y)=0 tal que Y=yc+yp.


Dem.: Y=(Y-yp)+yp donde Y-yp es solución de la ec homogénea asociada ya que L(Y-yp)= L(Y)-L(yp)=f(x)-f(x)=0.


Recíprocamente: todas las funciones  Y=yc+yp  donde yc es solución de la ecuación homogénea asociada son soluciones de L(y)=f(x).


Dem: L(Y)= L(yc+yp)= L(yc)+L(yp)=0+f(x)=f(x).  


 .


� De acuerdo con el teorema fundamental del Álgebra, la multiplicidad de las raíces de todo polinomio de grado n , suman n. Calcular los valores exactos de estas raíces puede ser difícil o aún imposible. La fórmula cuadrática es suficiente para las ecuaciones de 2º grado, pero para ecuaciones de grado superior el problema es más complejo. Se necesitará por ej, recurrir a métodos numéricos, o tal vez  “acertar” con una factorización fortuita.





� Otros casos: Si la ecuación característica (3)  tiene una raíz repetida r de multiplicidad k,  entonces la parte de la solución general de la ecuación diferencial correspondiente a r en la ecuación  (1) es de la forma    e rx(c1 + c2 x+….+ ck xk-1).


Si la ecuación característica tiene un par de raíces complejas conjugadas no repetidas a(bi (b no nulo) entonces la parte correspondiente de la solución general de la ecuación (1) tiene la forma: e rx(c1 cos bx+ c2 sen bx).      





� Del Álgebra lineal, se sabe que el escalar ( es autovalor de una matriz A nxn si existe un vector no nulo “v”, tal que A(=(v.


Regla práctica para hallar los (: se resuelve  la ecuación característica  det (A- ( I) =0 siendo I la matriz identidad. Luego para obtener los autovectores asociados, se resuelve el sistema homogéneo (A - ( I)v=0 , esto para cada autovalor.
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